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INTISARI 
 
PDP tak linear dapat diselesaikan dengan MDE. Penyelesaian dengan MDE memerlukan perhitungan 
yang panjang, sehingga diperlukan MMDE untuk mengatasi hal tersebut. Tujuan penelitian ini adalah 
menyelesaikan PDP tak linear dengan MMDE. PDP tak linear dapat diselesaikan dengan MMDE apabila 
fungsi pada persamaan tersebut integrable, ܭ(ݔ, ݐ) mempunyai lebih dari satu suku dan ܭ(ݔ, ݐ) yang 
diperoleh dari MDE mengandung suku berlawanan tanda dengan salah satu suku di ݑଵ(ݔ, ݐ). Penyelesaian 
dengan MMDE dimulai dengan penerapan sifat Transformasi Elzaki, kemudian substitusikan nilai awal. 
Selanjutnya, menentukan invers Transformasi Elzaki pada kedua ruas untuk memperoleh bagian ܭ(ݔ, ݐ) 
dengan ܭ଴(ݔ, ݐ) sebagai solusi dari ݑ଴(ݔ, ݐ), ܭଵ(ݔ, ݐ) dan bagian lainnya digunakan sebagai solusi dari 
ݑଵ(ݔ, ݐ). Hasil pembahasan menunjukkan bahwa MMDE lebih efisien karena proses perhitungan menjadi 
lebih ringkas dari MDE. 
 
Kata Kunci : Transformasi Elzaki, Polinomial Adomian, Nilai awal 
 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau beberapa turunan dari variabel tak 
bebasnya [1]. Secara umum persamaan diferensial terbagi menjadi dua jenis yaitu Persamaan 
DiferensialBiasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). Berdasarkan kelinearannya, 
terdapat persamaan diferensial linear dan tak linear. 
     Persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan beberapa metode. Misalnya pada PDB linear, 
penyelesaiannya dapat dicari dengan menggunakan pengintegralan. Pada PDP linear dapat 
diselesaikan dengan Transformasi, diantaranya adalah Transformasi Elzaki [2]. Penyelesaian PDP 
dengan Transformasi Elzaki merupakan salah satu metode secara analitik, yaitu suatu metode 
penyelesaian model matematika dengan rumus-rumus aljabar yang sudah baku dan sudah umum 
digunakan untuk mendapatkan solusi eksak dari suatu persamaan diferensial. Namun, permasalahan 
terjadi pada PDP tak linear, karena pada persamaaan ini tidak semua bagian dapat diselesaikan secara 
analitik, tetapi juga diperlukan salah satu metode numerik, yaitu salah  satu metode yang digunakan 
untuk mencari penyelesaian dari model matematis yang diperoleh dengan menggunakan metode 
hampiran sedemikian sehingga penyelesaian yang diperoleh adalah penyelesaian pendekatan [3]. Oleh 
karena itu, akan digunakan salah satu metode penyelesaian dari PDP tak linear yaitu metode 
Dekomposisi Elzaki (MDE). Penyelesaian PDP tak linear dengan MDE merupakan penerapan 
Transformasi Elzaki dan Polinomial Adomian yang dilengkapi dengan nilai awal [4]. Polinomial 
Adomian yang dibentuk menggunakan ekspansi deret pada fungsi tertentu, dimana fungsi tersebut 
diasumsikan sebagai fungsi analitik [3]. Adomian juga mengenalkan sebuah phenomena yang disebut 
dengan istilah noise term. Noise term didefinisikan sebagai suku yang identik dengan tanda 
berlawanan yang muncul pada suatu deret. 
Penggunaan MDE untuk penyelesaian PDP tak linear memerlukan proses perhitungan yang 
panjang sehingga perlu metode penyelesaian yang lebih efisien, yaitu dengan menerapkan MMDE. 
Penelitian ini membahas bagaimana menyelesaikan MMDE dalam  penyelesaian PDP tak linear. 
Lebih khusus pembahasan dari penelitian ini adalah menyelesaikan PDP tak linear dengan MMDE 
orde satu dan orde dua dengan koefisien konstan. Penyelesaian PDP tak linear menggunakan MMDE 
adalah dengan menerapkan sifat dari Transformasi Elzaki. Selanjutnya kedua ruas dari PDP tak linear
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ditransformasikan dengan sifat-sifat Transformasi Elzaki dan diperoleh persamaan dalam bentuk 
aljabar. Kemudian substitusikan nilai awal yang telah diketahui dan menerapkan invers Transformasi 
Elzaki pada persamaan tersebut, sehingga diperoleh bagian ܭ(ݔ, ݐ) serta bagian linear dan tak 
linearnya. Selanjutnya substitusikan ݑ(ݔ, ݐ) sebagai solusi tak hingga dan ܰݑ sebagai operator tak 
linearnya, dengan ܣ௡ merupakan Polinomial Adomian yang menguraikan setiap bentuk tak linear. 
Pada metode ini nilai ܭ(ݔ, ݐ) diuraikan dalam bentuk penjumlahan ܭ଴ dan ܭଵ, dengan ܭ଴ merupakan 
solusi dari ݑ଴ (ݔ, ݐ) dan untuk solusi ݑଵ(ݔ, ݐ) diperoleh dari penjumlahan ܭଵ(ݔ, ݐ) dengan bagian 
linear serta tak linearnya, sedangkan pada MDE ܭ(ݔ, ݐ) sebagai solusi ݑ଴ (ݔ, ݐ). Dengan demikian 
diperoleh nilai ݑ(ݔ, ݐ) dalam bentuk deret. 
TRANSFORMASI ELZAKI 
Transformasi Elzaki pertama kali diperkenalkan oleh Tarig M. Elzaki pada tahun 2011 untuk 
menyelesaikan PDB dan PDP. Misalkan diberikan fungsi f dalam himpunan ܣ  dengan anggotanya 
adalah fungsi eksponensial yang didefinisikan sebagai berikut : 
        1 2, , 0 , , 1 0, ,  
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dengan M, 1 2,k k R  [4]. 
Definisi 1. [2] Diberikan suatu fungsi :f R R . Fungsi  1 2: ,T k k    yang didefinisikan sebagai 
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dengan   ,E f t v    adalah Transformasi Elzaki  dari fungsi ( )f t  yang terdefinisi pada [0, )t  , v 
adalah variabel dalam Transformasi Elzaki yang terdapat dalam interval  1 2, .k k  
Berdasarkan Definisi 1, Transformasi Elzaki mempunyai beberapa sifat operasional dasar penting 
yang dapat digunakan untuk menyelesaikan PDP, salah satunya adalah sifat diferensial yang 
dilengkapi dengan nilai awal.   
Teorema 2. Jika    , vE f t v T    , maka Transformasi Elzaki dari turunan ݂(ݐ) terhadap t adalah : 
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Jika  ( ),    ( )E f t v T v , selanjutnya  f t  disebut sebagai invers Transformasi Elzaki dari  ܶ(ݒ), yang di 
tulis sebagai  
   1 ( )E T v f t   
Operator 1E  adalah operator invers Transformasi Elzaki.     
POLINOMIAL ADOMIAN 
     Metode Dekomposisi Adomian pertama kali dikenalkan oleh George Adomian pada tahun 1994. 
Metode tersebut memiliki peranan dalam menyelesaikan masalah PDP tak linear. Pada metode 
Dekomposisi Adomian, fungsi linear ݑ merupakan suatu deret yang jumlah sukunya tak terbatas 
(infinite series). Dalam Metode Dekomposisi didefinisikan Polinomial Adomian yaitu:          
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(3) dengan nA  adalah Polinomial Adomian, ߣ merupakan parameter, ݑ merupakan variabel terikat dan 
݂ merupakan fungsi.
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Dengan mengasumsikan bahwa ݂(ݑ) merupakan fungsi tak linear, dari Persamaan (1) maka 
Polinomial Adomian dapat diuraikan sebagai berikut: 
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METODE DEKOMPOSISI ELZAKI  
Metode Dekomposisi Elzaki merupakan penggabungan dari Transformasi Elzaki dan Polinomial 
Adomian. MDE merupakan salah satu teknik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan PDP tak 
linear. Bentuk umum PDP tak linear adalah sebagai berikut:  
       , , , , ,Lu x t Ru x t Nu x t h x t          (4) 
untuk PDP tak linear orde satu dilengkapi dengan nilai awal    ,0 ,0u x f x  dan jika orde dua maka 
nilai awalnya adalah    ,0 ,0u x f x  dan    ,0 ,0 .tu x g x  Notasi ܮ diasumsikan sebagai operator 
diferensial, ,
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ܴ adalah operator dari fungsi linear, ܰ merupakan operator dari fungsi tak linear 
dan ℎ(ݔ, ݐ) menggambarkan homogenitas suatu PDP. Pada persamaan PDP tak linear, untuk nilai awal 
dan homogenitas dapat diselesaikan dengan menggunakan Transformasi Elzaki. Sedangkan untuk 
bagian lainnya dapat diselesaikan dengan Polinomial Adomian.  
 Pada Persamaan (4) fungsi yang diketahui harus integrable dengan syarat  limitnya ada pada interval 
 , ,a b yang didefinisikan sebagai: 
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Langkah untuk menyelesaikan PDP tak linear orde satu dengan MDE adalah sebagai berikut:  
1. Menerapkan Transformasi Elzaki pada PDP tak linear pada kedua ruas dari Persamaan (4) 
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Dengan melakukan perpindahan ruas dan mengalikan setiap bagian dengan ݒ sehingga diperoleh:  
       2( , ) ( ,0)  ( , ) ( , ) ( , )E u x t v f x v E h x t vE Ru x t vE Nu x t           (5) 
2. Menerapkan invers Transformasi Elzaki pada Persamaan (5) 
       1 1 2 1( , ) ( ,0)  ( , ) ( , ) ( , )E u x v E v u x v E h x t E vE Ru x t vE Nu x t              
   1( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t K x t E vE Ru x t vE Nu x t       
dengan  K(x,t) didefinisikan sebagai  fungsi yang muncul dari h(x,t) dan nilai awal untuk operator  
tak linear ܰݑ (ݔ, ݐ) dapat diuraikan menjadi: 
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3. Solusi ݑ(ݔ, ݐ) pada Persamaan (6) diasumsikan sebagai suatu deret tak terbatas yang dapat 
dituliskan dalam bentuk 
(6) 
214 ERMAWATI, HELMI, F.FRAN 
 
 
 1 1
0 00
( , ) ( , ) ( ,0)  ( , ) ( , )n n n
nn n
u x t u x t E vu x v E h x t E vE R u x t A
 


 
 
     
                       
      
       (8) 
4. Dengan mensubstitusikan Persamaan (7) ke Persamaan (8), sehingga Persamaan (8) menjadi model 
Transformasi Elzaki untuk masing-masing ݑ଴(ݔ, ݐ),ݑଵ(ݔ, ݐ), ݑଶ(ݔ, ݐ), … ,ݑ௡(ݔ, ݐ) dapat dituliskan 
dalam bentuk sebagai berikut: 
   10 ( , ) ( , 0) () ,,  )( K x t E vu x v E h x tu x t       
0
1
1 0( , ) ( ( , )u x t E E uv R x t A
         
 12 1 1(( , ) ( , )u x E R u x t At E v       
1
1 ( ( ,( , ) ) , 0n n nEu x t E u Av x nR t

       


 
Selanjutnya diperoleh nilai ݑ଴(ݔ, ݐ),ݑଵ(ݔ, ݐ),ݑଶ(ݔ, ݐ), … ,ݑ௡(ݔ, ݐ) sehingga solusi PDP tak linear yang 
dapat dituliskan dalam bentuk: 
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Langkah untuk menyelesaikan PDP tak linear orde dua dengan MDE adalah sebagai berikut:  
1. Menerapkan Transformasi Elzaki pada PDP tak linear pada kedua ruas dari Persamaan (4) 
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Dengan melakukan perpindahan ruas dan mengalikan setiap bagian dengan ݒ sehingga diperoleh:  
       2 3 2 2 2( , ) ( ,0) ( ,0)  ( , ) ( , ) ( , )E u x t v f x v g x v E h x t v E Ru x t v E Nu x t          (9) 
2. Menerapkan invers Transformasi Elzaki pada Persamaan (9) 
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dengan  K(x,t) didefinisikan sebagai  fungsi yang muncul dari h(x,t) dan nilai awal untuk operator  
tak linear ܰݑ (ݔ, ݐ) dapat diuraikan menjadi: 
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3. Solusi ݑ(ݔ, ݐ) pada Persamaan (10) diasumsikan sebagai suatu deret tak terbatas yang dapat 
dituliskan dalam bentuk  
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4. Dengan mensubstitusikan Persamaan (11) ke Persamaan (12), sehingga Persamaan (12) menjadi 
model Transformasi Elzaki untuk masing-masing ݑ଴(ݔ, ݐ),ݑଵ(ݔ, ݐ), ݑଶ(ݔ, ݐ), … ,ݑ௡(ݔ, ݐ) yang 
dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 
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Selanjutnya diperoleh nilai ݑ଴(ݔ, ݐ),ݑଵ(ݔ, ݐ),ݑଶ(ݔ, ݐ), … ,ݑ௡(ݔ, ݐ) sehingga solusi PDP tak linear yang 
dapat dituliskan dalam bentuk: 
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MODIFIKASI METODE DEKOMPOSISI ELZAKI  
Metode Dekomposisi Elzaki memerlukan perhitungan yang cukup panjang untuk memperoleh 
solusi eksak dari sebuah PDP tak linear. Hal tersebut dikarenakan pola solusi yang diperoleh  
berbentuk deret rekursif dan setiap iterasi selanjutnya yang dihasilkan tidaklah teratur sehingga 
diperlukan solusi yang efisien untuk penyelesaiannya, yaitu dengan menggunakan MMDE. Secara 
umum langkah-langkah menyelesaikan PDP tak linear menggunakan MMDE tidak jauh berbeda 
dengan MDE. Pada MDE, ܭ(ݔ, ݐ) merupakan solusi dari ݑ଴(ݔ, ݐ). Sedangkan pada MMDE  ܭ(ݔ, ݐ) =
0 ( , )K x t + 1( , ),K x t dengan syarat solusi yang diperoleh dari nilai awal dan homogenitasnya mempunyai 
lebih dari satu suku dan ܭ(ݔ, ݐ)  yang diperoleh dari MDE mengandung suku berlawanan tanda 
dengan salah satu suku di ݑଵ(ݔ, ݐ), sehingga diperoleh 
 0 0, ( , )u x t K x t  dan   11 , ( , ) ( , ),u x t K x t M x t   
dengan ( , )M x t adalah fungsi lainnya yang memuat bagian linear dan tak linear.  Secara umum bentuk 
tersebut dapat diformulasikan sebagai berikut: 
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Dengan demikian diperoleh nilai ݑ଴(ݔ, ݐ),ݑଵ(ݔ, ݐ),ݑଶ(ݔ, ݐ), … sehingga solusi PDP tak linearnya dapat 
dituliskan dalam bentuk:  
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PENYELESAIAN PDP TAK LINEAR
 
Contoh 1. Diberikan PDP tak linear orde satu, yaitu 2 ,u uu x xt
t x
 
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      (13)
 
dengan nilai awal ݑ(ݔ, 0) = 0 yang akan diselesaikan dengan MDE dan MMDE   
Metode Dekomposisi Elzaki
 
Dengan mengasumsikan bahwa ݑ = ݑ(ݔ, ݐ). Langkah pertama dimulai dengan menerapkan 
sifat utama Transformasi Elzaki untuk PDP tak linear orde satu, sehingga diperoleh:  
ܧ[ݑ௧] + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݔ + ݔݐଶ] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒ݂(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݔ] + ܧ[ݔݐଶ]
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ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒݑ(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݔ] + ܧ[ݔݐଶ] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
= ݔݒଶ + 2!ݔݒସ −  ܧ[ݑݑ௫] 
Untuk memperoleh ݑ(ݔ, ݐ), dimulai dengan cara mengalikan kedua ruas dengan ݒ, sehingga diperoleh 
ܶ(ݔ, ݒ) = ݔݒଷ + 2!ݔݒହ −  ݒܧ[ݑݑ௫] 
Selanjutnya lakukan invers Trasformasi Elzaki pada kedua ruas sedemikian sehingga diperoleh bentuk 
persamaan  
ܧିଵ[ܶ(ݔ, ݒ)] = ܧିଵ[ݔݒଷ] + ܧିଵ[2!ݔݒହ] −ܧିଵൣݒܧ[ݑݑ௫]൧ 
ݑ(ݔ, ݐ) = ݔݐ + ௫௧య
ଷ
− ܧିଵൣݒܧ[ݑݑ௫]൧                                                                  (14)                   
Pada Persamaan (14) diperoleh 
3
( , )
3
xtK x t xt   dan bagian yang lainnya dapat diselesaikan dengan 
Polinomial Adomian. Diawali dengan mensubstitusikan Persamaan (12) ke Persamaan (14) menjadi  
   
3
1
0 0
,
3n nn n
xtu x t xt E vE A u
 

 
  
     
    
            (15) 
Dimisalkan ܣ௡(ݑ) = ݑݑ௫, sehingga diperoleh:  
3
0 ( , )( , 3
)u x t xtK x t xt    
  11 0 ), (Au x t uE vE       
1
0 0xE vE u u
       
3 3
1
3 3
xt tE vE xt t
    
               
3 5 72
3 15 63
xt xt xt
     
   12 1,u x t E vE A u       
1
0 1 1 0x xE vE u u u u
       
 
 
3 3 5 7 3 5 7 3
1 2 2
3 3 15 63 3 15 63 3
xt t t t xt xt xt tE vE xt t
       
                               
 
  
5 7 9 112 22 38 2
15 315 2835 2079
xt xt xt xt
     
   13 2,u x t E vE A u       
1
0 2 1 1 2 0x x xE vE u u u u u u
        
  
3 5 7 9 11 3 5 7 3 5 7
1 2 22 38 2 2 2
3 15 315 2835 2079 3 15 63 3 15 63
xt t t t t xt xt xt t t tE vE xt
     
                      
 
 
                          
5 7 9 11 32 22 38 2
15 315 2835 2079 3
xt xt xt xt tt
   
                  
7 9 11 13 1517 20 206 1412 13
315 567 22275 1216215 218298
xt xt xt xt xt
       
 
Secara umum proses iterasi selanjutnya dapat dituliskan dalam rumus sebagai berikut:  
1
1( , ) ( ) ,n nu x t E vE A u

           3n  
Sehingga dari hasil iterasi tersebut diperoleh penyelesaian dalam bentuk solusi deret yaitu: 
0 1 2 3
0
( , ) ( , ) ...n
n
u x t u x t u u u u


       
3 3 5 7 5 7 9 112 2 22 38 2
3 3 15 63 15 315 28
( ,
35 2079
) xt xt xt xt xu t xt xt xtxtx t        
7 9 11 13 1517 20 206 1412 13 ...
315 567 22275 1216215 218298
xt xt xt xt xt
       
Solusi deret yang dihasilkan menunjukkan adanya noise term, sehingga dapat menghilangkan suku-
suku yang memiliki kesamaan orde pada variabel ݐ, dengan demikian diperoleh solusi eksaknya yaitu: 
( , )u x t xt   
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Modifikasi Metode Dekomposisi Elzaki 
Berdasarkan penyelesaian dengan MDE 
3
0 ( , )( , 3
)u x t xtK x t xt   sedangkan pada MMDE ( , )K x t
diuraikan  menjadi:  
 0 0, ( , )u x t K x t xt   
   11 1 0, ( , )u x t K x t E vE A u         
3
1
03
xt E vE A u         
3
1
0 03 x
xt E vE u u            
3
1
3
xt E vE xt t         
3 3 2
1 2!3!
3 3!
xt xvE

     
 
3 3
3 3
xt xt
   
1( , ) 0u x t   
Kemudian untuk iterasi selanjutnya akan berakibat  1( , ) 0,nu x t   1n . Sehingga solusi yang 
dihasilkan berbentuk solusi eksak, yaitu  
0
( , ) ( , )n
n
u x t u x t xt


   
Kemudian perlu diuji keakuratan solusi yang telah dihasilkan dengan mensubstitusikan solusi tersebut 
kedalam Persamaan (9), menjadi:  
     
xt xtu uu xt
t x t x
  
  
   
2x xt 
 
Dari penjabaran diatas penyelesaian PDP tak linear dengan MMDE lebih efisien dibandingkan dengan 
MDE karena perhitungan pada setiap iterasinya menjadi lebih ringkas. Jadi untuk contoh selanjutnya 
PDP tak linear akan diselesaikan dengan menggunakan MMDE. 
 
Contoh 2. Diberikan PDP tak linear orde dua yang akan diselesaikan dengan MMDE, yaitu
2
2 2 ,
u uu u x
xt
 
  

dengan nilai awal ( , 0) 1u x x   dan ( ,0) 1tu x       (16) 
Dengan mengasumsikan bahwa ݑ = ݑ(ݔ, ݐ). Langkah pertama dimulai dengan menerapkan sifat 
utama Transformasi Elzaki untuk PDP tak linear orde dua, sehingga diperoleh: 
 
 
2
2 2
u uE E u E u x
xt
   
        
 
     2
( , ) ( ,0) '( ,0) 2x
T x v f x vf x E uu E u E x
v
      
 22
( , ) (1 ) 2 x
T x v x v xv E u uu
v
       
Untuk memperoleh penyelesaian ( , )u x t , dimulai dengan cara mengalikan kedua ruas dengan ݒଶ , 
sehingga diperoleh:  2 3 4 2( , ) (1 ) 2 xT x v v x v xv v E u uu       
Selanjutnya untuk memunculkan kembali variabel t, lakukan invers Transformasi Elzaki pada kedua 
ruas, sedemikian sehingga diperoleh bentuk persamaan:  
   1 1 2 1 3 1 4 1 2( , ) (1 ) 2 xE T x v E v x E v E xv E v E u uu                         
 
2
1 2( , ) (1 ) 2
2! x
xtu x t x t E v E u uu            (17) 
Pada Persamaan (17) diperoleh 22!( , ) 1
xtK x t x t     yang diuraikan dalam bentuk 0 1( , ) ( , ).K x t K x t   
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2
1 2
0 0 0
( , ) 1 2 ( ) ( )
2!n n nn n n
xtu x t x t E v E A u B u
  

  
  
       
    
     
dengan ( )nA u  dan ( )nB u  masing-masing adalah ( )nA u u , ( )n xB u uu  
Dengan mengambil ݑ଴(ݔ, ݐ) sebagai berikut:  
0 0( , ) ( , ) 1u x t K x t x t     
2
1 2
1 0 0( , ) 2 ( ) ( )2!
xtu x t E v E A u B u        
2
1 2
0 0 022! x
xt E v E u u u          
     
2
1 2 2 1 1 1
2!
xt E v E x t x t            
2 2 2 3
2! 2! 2! 3!
xt t xt t
    
2 3
2! 3!
t t
 
 
 1 22 1 1( , ) 2 ( ) ( )u x t E v E A u B u       1 2 1 0 1 1 02 x xE v E u u u u u         
    
2 3 2 3
1 2 2 1 0 1
2! 3! 2! 3!
t t t tE v E x t
      
                           
4 5
4! 5!
t t
 
 
 1 23 2 2( , ) 2 ( ) ( )u x t E v E A u B u      1 2 2 0 2 1 1 2 02 x x xE v E u u u u u u u          
      
4 5 2 3 4 5
1 2 2 1 0 0 1
4! 5! 2! 3! 4! 5!
t t t t t tE v E x t
        
                                   
6 7
6! 7!
t t
 
 
Kemudian untuk iterasi selanjutnya dapat dirumuskan dalam bentuk:  
1 2
1 ( , ) 2 ( ) ( ) ,n n nu x t E v E A u B u


       
3n  
Sehingga solusi yang dihasilkan berbentuk:  
0
( , ) ( , )n
n
u x t u x t


 0 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...u x t u x t u x t u x t      
2 3 4 5 6
1 ...
2! 3! 4! 5! 6!
t t t t tx t        
2 3 4 5 6
1 ...
2! 3! 4! 5! 6!
t t t t tx t
 
          
 
 
Dengan demikian, menurut deret Maclaurin dapat dihasilkan solusi eksaknya yaitu:  
( , ) tu x t x e   
Kemudian perlu di uji keakuratan dan solusi yang telah dihasilkan dengan mensubstitusikan solusi 
tersebut ke Persamaan (12) menjadi:  
     
22
2 2
t t
t
x e x eu uu x e
x xt t
    
   
     
 t te x e    2 tx e x   2u x   
Berdasarkan Contoh 1 dan 2, nilai ܭ(ݔ, ݐ) yang diperoleh dapat diuraikan menjadi ܭ଴(ݔ, ݐ) dan 
ܭଵ(ݔ, ݐ), serta ݑ଴(ݔ, ݐ)  yang diperoleh dari MDE mengandung suku berlawanan tanda dengan salah 
satu suku di ݑଵ(ݔ, ݐ) sehingga dapat diselesaikan dengan MMDE. Selanjutnya akan diberikan contoh 
ketika syarat diatas tidak terpenuhi, maka PDP tak linear tidak dapat diselesaikan dengan MMDE. 
Contoh 3. Diberikan PDP tak linear 
2
2 0,
u u uu
t x x
  
  
  
 yang akan dicari penyelesaiannya, dengan 
nilai awal ݑ(ݔ, 0) = ݔ           (18)
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Dengan mengasumsikan bahwa ݑ = ݑ(ݔ, ݐ). Langkah pertama dimulai dengan menerapkan sifat 
utama Transformasi Elzaki untuk PDP tak linear orde 1, sehingga diperoleh:  
ܧ[ݑ௧] + ܧ[ݑݑ௫] + ܧ[ݑ௫௫] = ܧ[0] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒ݂(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] + ܧ[ݑ௫௫] = 0 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒݑ(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] + ܧ[ݑ௫௫] = 0 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
= ݔݒ − ܧ[ݑݑ௫ − ݑ௫௫] 
Untuk memperoleh ݑ(ݔ, ݐ), dimulai dengan cara mengalikan kedua ruas dengan ݒ, sehingga diperoleh 
ܶ(ݔ, ݒ) = ݔݒଶ − ݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ௫௫] 
Untuk memunculkan kembali variabel ݐ, lakukan invers Trasformasi Elzaki pada kedua ruas 
sedemikian sehingga diperoleh bentuk persamaan  
ܧିଵ[ܶ(ݔ, ݒ)] = ܧିଵൣݔݒଶ − ݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ௫௫]൧ 
ݑ(ݔ, ݐ) = ܧିଵ[ݔݒଶ] −ܧିଵൣݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ௫௫]൧      
ݑ(ݔ, ݐ) = ݔ − ܧିଵൣݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ௫௫]൧      (19) 
Pada Persamaan (19) nilai  ,K x t  yang diperoleh hanya mempunyai satu suku yaitu   0, ( , ) .K x t u x t x   
Oleh karena itu, untuk penyelesaiannya tidak perlu menggunakan MMDE. Berdasarkan langkah-
langkah pada MDE diperoleh solusi dari Persamaan (18) yaitu:  
0
( , ) ( , )n
n
u x t u x t


 2 2 3 ...x xt xt xt xt      0 2 2 3 ( ...)x t t t t t     
 
Dengan demikian, menurut deret Maclaurin dapat dihasilkan solusi eksaknya yaitu: 
 ( , ) ,1
xu x t
t

   
Contoh 4. Diberikan PDP tak linear orde satu, yaitu u uu t u
t x
 
  
 
 yang akan dicari 
penyelesaiannya, dengan
 
nilai awal ݑ(ݔ, 0) = −1                     (20) 
Dengan mengasumsikan bahwa ݑ = ݑ(ݔ, ݐ). Langkah pertama dimulai dengan menerapkan sifat 
utama Transformasi Elzaki untuk PDP tak linear orde satu, sehingga diperoleh:  
ܧ[ݑ௧] + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݐ] + ܧ[ݑ] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒ݂(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݐ] + ܧ[ݑ] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
− ݒݑ(ݔ, 0) + ܧ[ݑݑ௫] = ܧ[ݐ] + ܧ[ݑ] 
ܶ(ݔ, ݒ)
ݒ
= −ݒ + ݒଷ − ܧ[ݑݑ௫ − ݑ] 
Untuk memperoleh ݑ(ݔ, ݐ), dimulai dengan cara mengalikan kedua ruas dengan ݒ, sehingga diperoleh 
ܶ(ݔ, ݒ) = −ݒଶ + ݒସ − ݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ] 
Untuk memunculkan kembali variabel ݐ, lakukan invers Trasformasi Elzaki pada kedua ruas 
sedemikian sehingga diperoleh bentuk persamaan 
ܧିଵ[ܶ(ݔ, ݒ)] = ܧିଵൣ−ݒଶ + ݒସ − ݒܧ[ݑݑ௫ − ݑ]൧ 
sehingga penyelesaiannya tidak perlu menggunakan MMDE. Berdasarkan langkah-langkah pada MDE 
diperoleh solusi dari Persamaan (20) yaitu:  
0
( , ) ( , )n
n
u x t u x t


  
2 3 2 4 3 5
1 ...  1
2! 3! 2! 4! 3! 5!
t t t t t tt t           
|ݐ| < 1 
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PENUTUP 
Dari hasil penelitian dapat disimpulkan bahwa PDP tak linear dapat diselesaikan dengan MMDE 
apabila fungsi pada persamaan tersebut integrable, solusi ܭ(ݔ, ݐ) yang diperoleh dari nilai awal dan 
h(x,t) mempunyai lebih dari satu suku dan ܭ(ݔ, ݐ)  yang diperoleh dari MDE mengandung suku 
berlawanan tanda dengan salah satu suku di ݑଵ(ݔ, ݐ). Jika ܭ(ݔ, ݐ) yang diperoleh tidak memenuhi 
syarat tersebut, maka PDP tak linear tidak bisa diselesaikan dengan MMDE, tetapi dapat diselesaikan 
dengan MDE. Penyelesaian PDP tak linear dengan menggunakan MMDE lebih efisien, karena 
perhitungan pada setiap iterasinya lebih ringkas dibandingkan dengan MDE. 
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